El espectro del riemannio

La funcidn zeta de Riemann, los niimeros primos,

los nicleos atdmicos pesados: nociones matematicas

que parecen muy abstractas y fendmenos fisicos muy concretos
exhiben unas mismas correlaciones estadisticas

Brian Hayes

n 1972 se conocen Hugh Montgomery, joven

experto en teoria de nimeros, y Freeman Dyson,

fisico, en Fuld Hall, uno de los edificios del

Instituto de Estudios Avanzados de Princeton.

Montgomery le cuenta a Dyson que las corre-
laciones entre pares de puntos de los ceros de la fun-
cion zeta de Riemann obedecen a
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Dyson se maravilla. ¢Se ha dado cuenta —le pre-
gunta a Montgomery— de que se trata de la funcién
de correlacion entre pares de autovalores de una ma-
triz hermitica aleatoria? ¢Y de que es el modelo de
los niveles de energia de un nacleo pesado, de, diga-
mos, el U-238?

El encuentro casual de Montgomery y Dyson revel6
una conexién insospechada entre areas, en apariencia
muy alejadas, de la fisica y las mateméticas. ¢Por qué
habria de describir una misma ecuacion tanto la es-
tructura de un nucleo atébmico como la de una suce-
sién que pertenece al meollo mismo de la teoria de nu-
meros? ¢Y qué tienen que ver las matrices aleatorias
con uno u otro de estos dominios? En afios recientes,
han hecho aparicion en lugares insospechados: en los
solitarios con cartas, 10s gases unidimensionales o los
sistemas cuanticos cadticos. ¢Se trata de una mera
coincidencia o se nos esconde algo entre bastidores?

El espectro del intercolumnio

na cuestion que se plantea en todas las ciencias

es ladistribucién —sea en el espacio, en el tiempo

0 en alguna otra dimension mas abstracta— de los en-
tes que estudian. En astronomia se desea conocer de
qué modo estan diseminadas las galaxias por el uni-
verso; en biologia podria interesar la distribucién de
los genes a lo largo de un filamento de cromatina; en
sismologia, la pauta de los terremotos en el tiempo;
un mateméatico cavilara sobre la dispersién de los nu-
meros primos entre los enteros. En este articulo con-
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sideraré solamente distribuciones unidimensionales y
discretas, en las que la posicion de los elementos ad-
mite una representacion gréfica sobre una linea recta

Cabe comparar esas distribuciones, definidas mate-
maticamente unas, otras deducidas de medidas u ob-
servaciones, por medio de diagramas a modo de es-
pectros; para ello ajustemos la escala de manera que
en el espacio asignado entren en cada caso exacta-
mente 100 rayas (véase la figura 1). La distancia me-
dia entre valores sera la misma en todos ellos; las pau-
tas, empero, varian mucho. Por ejemplo, en una serie
relativa a la distribucion de terremotos las rayas tien-
den a apifarse, reflejo, sin duda, de algin mecanismo
geofisico. Las fluctuaciones de frecuencia mas baja
observadas en los anillos de los arboles deben de te-
ner causas tanto biolégicas como climaticas. Por otra
parte, vaya uno a saber por qué se distribuyen los
puentes o tuneles de una autovia como lo hacen.

Al analizar este tipo de pautas, poca esperanza cabe
de pronosticar las posiciones de un elemento de una
serie. Se busca una comprensién estadistica, la des-
cripcion de una configuracion tipica, no la de una par-
ticular y concreta. Me centraré en dos medidas esta-
disticas: la distancia hasta el vecino mas proximo y la
funcion de correlacion entre pares de puntos.

No hay distribuciones méas sencillas que las perio-
dicas. Imaginemos los barrotes de una verja o e mo-
noétono latido de un reloj de pared: los intervalos que
median entre dos elementos consecutivos de la serie
son exactamente iguales. El contrapunto de tal confi-
guracion regular y repetitiva seria una configuracion
aleatoria. Y entre estos extremos, el orden completo y
el total desorden, existe una variedad de posibilidades
intermedias, como una valla de barrotes o una colum-
nata de columnas que “bailen”, movidos al azar hacia
aca o hacia alla unos centimetros.

La representacion gréfica de las distancias a vecino
mas cercano permite distinguir facilmente las confi-
guraciones periodicas, aleatoriay “movida’ (véase la
figura 2). En el caso de la distribucion periddica, la
grafica se reduce a un solo punto: la separacion es, en
todos los casos, la misma. Mas interesante es el es-
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1. CADA UNA DE ESTAS DISTRIBUCIONES unidimensiona-
les consta de 100 niveles. Los espectros, de derecha a iz-
quierda, corresponden a: una formacion periédica de li-
neas equidistantes; una sucesion aleatoria; una formacion
periodica perturbada por un ligero “baile” aleatorio de
cada nivel; los estados energéticos del nicleo del erbio-
166, todos con los mismos niimeros cuanticos de espin y
paridad; los 100 autovalores centrales de una matriz si-
métrica aleatoria de orden 300; las posiciones de los ce-
ros de la funcion zeta de Riemann situados justo por en-

periédica aleatoria movida erbio ceros

de zeta

paracién x cualquiera es proporcional a e*. Esta ley
exponencial negativa entrafia que la separacion mas
probable entre valores es la minima. A una pauta mo-
vida le corresponde una curva acampanada: los inter-
valos definidos por los vecinos mas cercanos se atie-
nen a una distribucién gaussiana.

La funcion de correlacién por pares mencionada por
Montgomery y Dyson capta parte de la misma infor-
macion que el espectro de los vecinos mas cercanos,
pero la calcula de diferente modo. La funcién de corre-
lacién cuenta, para cada distancia x, cuantos pares de
valores estan separados por X, sin que importe si co-
rresponden a vecinos inmediatos o no. La funcién de
correlacion por pares de una distribucion puramente
aleatoria es una recta horizontal, pues todos los inter-
valos son equiprobables. Conforme la distribucion se
va haciendo maés ordenada, aparecen en la funcién una
serie de jorobas y ondulaciones. En el caso de una dis-
tribucion periddica, la grafica se compone de una se-
rie de agudas puntas.

Hace treinta afios, H. |. Liou, James Rainwater y sus
colaboradores de la Universidad de Columbia midie-
ron con gran precision los niveles de energia del nu-
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anillos seismos

del tronco

numeros ferrocarril

primos

puentes paseos

en bicicleta

cima del cero 1022-ésimo; un centenar de niimeros primos
consecutivos a partir de 103.613; la posicion de las 100
variantes elevadas y soterradas mas septentrionales de la
autopista interestatal 85 estadounidense; posiciones de
las traviesas de una via muerta de ferrocarril; posiciones
de los anillos de crecimiento, desde 1884 hasta 1983, de
un abeto del Monte Santa Helena, estado de Washington;
fechas de los terremotos de California de magnitud 5,0 o
mayor entre 1969 y 2001; longitudes de 100 paseos con-
secutivos en bicicleta.

cleo atdmico de una “tierra rara’, el erbio-166. Un
examen superficial de ese espectro no percibira regu-
laridades evidentes, no obstante, su textura difiere
mucho de la correspondiente a una distribucion pura-
mente aleatoria. En particular, el espectro del erbio
tiene menor nimero de niveles muy proximos que una
distribucion aleatoria. Es como si los niveles de ener-
gia nuclear contaran con muelles que los mantuviesen
separados. Esta “repulsiéon de niveles’ caracteriza a
todos los nucleos pesados.

Erbio y autovalio

" ué tipo de estructura matematica podria descri-
bir un espectro asi? Aqui es donde entran en la
escena los autovalores, o valores propios, de las matri-
ces hermiticas aleatorias mencionados al principio. Las
enuncio con esta finalidad, en el decenio de 1950, el
fisico Eugene P. Wigner, que también ensefié en Princeton.
Imaginemos que se lo explicaa un alumno un poco lento:
Wigner: Vamos a ver como se construye una matriz
hermitica aleatoria. Empezamos con un casillero cua-
drado, como un tablero de ajedrez, y en cada casilla
ponemos un ndmero elegido al azar...
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DISTANCIA AL VECINO MAS PROXIMO

2. LA DISTANCIA AL VECINO mas proximo da un sencillo
eshozo estadistico de una distribucion. En el caso de una
serie periddica, la curva tiene un tnico punto no nulo; si
los valores son aleatorios, sigue una ley exponencial; la
serie “movida” genera una grafica de aspecto gaussiano.
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DISTANCIA ENTRE PARES

3. LA FUNCION DE CORRELACION entre pares de puntos
mide el nimero de pares de valores que estan separados
por una distancia dada cualquiera. En el caso de un con-
junto aleatorio de valores, todos los intervalos son igual
de probables, mientras que la curva correspondiente a una
serie “movida” presenta un maximo en cada miltiplo de la
media de la separacién al vecino mas préximo.

Estudiante: ¢Qué clase de nimero? ¢Rea? (Complejo?

Wigner: Cualquiera de los dos sirve, pero, por sen-
cillez, quedémonos aqui s6lo con nimeros reales.

Estudiante: ¢Y con qué tipo de aleatoriedad? ¢Han
de tener distribucion uniforme, gaussiana o...?

Wigner: Es costumbre tomarlos con una distribucion
gaussiana de media 0 y varianza 1, pero no es esen-
cial hacerlo asi. Lo esencial es que la matriz sea her-
mitica. Las matrices hermiticas —asi |lamadas en re-
cuerdo del matemético francés Charles Hermite— poseen
una simetria peculiar. Su diagonal principal, que va
desde el angulo superior izquierdo hasta el inferior de-
recho, viene a ser como un espejo, de manera que los
elementos del triangulo superior quedan reflejados en
el tridngulo inferior.

Estudiante: Entonces la matriz no es aleatoria del
todo, ¢verdad?

Wigner: Si se empefia usted, la llamaremos semia-
|eatoria. LIenamos la mitad superior, con nUmeros rea-
les, como hemos convenido para que sea mas senci-
Ilo, tomados al azar, y después los copiamos en la mitad
inferior. Tenemos asi una matriz hermitica aleatoria y
cuando calculamos sus autovalores...

Estudiante: Pero... ;como hago para calcularlos?

Wigner: jVaya a Matlab, el programa de ordenador,
y utilice la funcion “eig”!

Los autovalores o valores propios reciben una di-
versidad de nombres, todos igualmente opacos. valo-
res caracteristicos, raices latentes, espectro de la ma-
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triz. Las definiciones, por su parte, son también mas
numerosas que Utiles. Aqui, para nuestro proposito,
baste decir que toda matriz cuadrada N x N lleva aso-
ciada una ecuacion polinémica de grado N, y que los
autovalores son las raices de tal ecuacion (habra, pues,
N de ellos, distintos 0 no). En el caso de matrices cua-
lesquiera, se tratara, en general, de nimeros comple-
jos, incluso aunque los elementos de la matriz sean
numeros reales, pero la simetria de las matrices her-
miticas garantiza que todos sus valores propios seran
reales. Podremos, pues, ordenarlos de menor a mayor
a lo largo de una recta, como si fueran niveles de
energia. Dispuestos de esa forma, se parecen mucho a
los niveles energéticos de un nucleo pesado. Claro
esta, los autovalores no coinciden, valor por valor,
con el espectro de ningln nicleo particular, pero la
semejanza estadistica es grande.

La primera vez que oi hablar de la conjetura de la
matriz aleatoria en fisica nuclear, lo que mas me sor-
prendié no fue que pudiera ser cierta, sino que alguien
se hubiese topado con ella. Pero no se trataba de una
suposicion excéntrica. En la formulaciéon de la mecé-
nica cuantica de Werner Heisenberg, el estado interno
de un &omo, o de un ndcleo, esta representado por
una matriz hermitica, cuyos autovalores son los nive-
les energéticos del espectro. Si conociéramos todos
los elementos de cada fila 'y columna de esta matriz,
podriamos calcular el espectro con toda exactitud. No
tenemos, como es obvio, ese conocimiento, pero se-
gun la conjetura de Wigner los pardmetros estadisti-
cos del espectro no acusan una gran sensibilidad a los
elementos especificos de la matriz. Por lo tanto, si nos
[imitamos a tomar una matriz tipica—una matriz grande,
cuyos elementos hayan sido elegidos atendiendo a una
cierta distribucion estadistica—, las predicciones de-
berian ser aproximadamente correctas. Dyson y otros
elaboraron después las predicciones del modelo con
mayor detalle.

Eulerio y riemannio

Dej emos ahora la fisica nuclear y vayamos a la teo-
ria de nimeros y la funcién zeta.

La sucesion mas famosa de la teoria de nUmeros es
la de los nameros primos:. 2, 3, 5, 7, 11... La tenden-
cia general de esta sucesion es bien conocida. En las
cercanias de cualquier nimero entero grande x, la pro-
porcién de nimeros primos vale alrededor de 1/log x:
aunque los primos prosiguen sin fin, se van enrare-
ciendo conforme se avanza en la recta numérica. A
esta cosecha cada vez mas pobre se superponen fluc-
tuaciones de menor escala, dificiles de comprender
con detalle. La sucesiéon de nimeros primos parece al
azar y errética, y sin embargo no es posible que la dis-
tancia al vecino mas préximo tenga la misma distri-
bucion estadistica que un espectro de verdad aleato-
rio. La distancia minima entre dos nimeros primos
(exceptuado un caso anémalo) es 2. Los pares sepa-
rados por esta distancia minima, como 29y 31, se lla-
man primos gemelos. No se sabe todavia si hay una
infinidad de ellos.
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Para analizar esta distribucion, aparte de explorar
directamente los numeros primos, cabe tomar un ro-
deo: la funcion zeta de Riemann. Esta funcién, parte
de cuyo nombre le fue dado por el propio Bernhard
Riemann, la otra en honor suyo, habia sido estudiada
ya por Leonhard Euler en el siglo xviil, quien la de-
finid como la suma, extendida a todos los nimeros na-
turales, de la siguiente serie:

CEI

Con otras palabras, se toma cada nimero natural n,
desde 1 hasta infinito, se le eleva a la potencia s, se
toma el valor reciproco y se suma toda la serie. La
suma es finita siempre que s sea mayor que 1. Por
ejemplo, Euler demostr6 que {(2) es igual a w26,
aproximadamente, 1,645:

~1.,1.1_.1 _m2
§(2)—12+22+32+42+ =
Euler demostré también una notable identidad que iguala
la férmula del sumatorio, que tiene un término por
cada numero natural, a un producto infinito que con-
tiene un factor por cada nimero primo. Esta segunda
definicion establece:

=TT

En este caso, la receta consiste en tomar cada nu-
mero primo p, desde 2 hasta infinito, elevarlo a la po-
tencia s, y después, tras algunos calculos aritméticos,
multiplicar los factores correspondientes a todos los
valores de p. El resultado es el mismo que en la suma
infinita. La conexion entre una suma extendida a to-
dos los enteros y un producto sobre todos los nume-
ros primos era ya un indicio de que la funcion zeta
podria tener algo que decir sobre la distribucién de los
ndmeros primos en el conjunto de los enteros. Las dos
series, en efecto, estan intimamente relacionadas.

La contribucién de Riemann, en 1859, consistio en
extender el dominio de la funcién zeta, de modo que
fuera aplicable no s6lo cuando s es un nimero real
mayor que 1, sino cuando s es un ndmero cualquiera
—positivo 0 negativo, real o complejo—, con la Unica
excepcion de los nimeros cuya parte real es igual a 1.
La funcion oscila desmesuradamente sobre gran parte
del plano complejo, cruzando infinitas veces de los va-
lores positivos a los negativos. Se llama a los puntos
de cruce, donde {(s) = 0, “ceros de lafuncion zeta”. Exis-
te una sucesion infinita de estos ceros alo largo del gje
real negativo, a los que no se concede gran interés.
Riemann llamé la atencion sobre una diferente sucesion
infinita de ceros, situados por arriba y por debajo del
ejereal en lafranjavertical del plano complejo que con-
tiene a todos los nimeros cuya parte real se encuentra
entre 0y 1. Riemann calcul6 la posicién de los tres pri-
meros de estos ceros y descubrié que se hallan justa-
mente en el centro de la franja, sobre la “recta critica’
formada por los complejos cuya parte real es 1/2. Riemann,
basandose en esta evidencia y en su increible intuicion,
conjeturé que todos los ceros complejos de la funcidn
zeta se encuentran sobre la recta critica. Esta conjetura
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es la llamada “hipotesis de Riemann”, ampliamente te-
nida por el hueso mas duro de roer y jugoso de toda la
matematica contemporanea.

En los afos transcurridos desde que Riemann consi-
guio localizar los tres primeros ceros de la funcion zeta,
han sido descubiertos unos poquitos mas. Una red de
computo cooperativo Ilamada ZetaGrid, organizada por
Sebastian Wedeniwski, de IBM, ha comprobado 385.000
millones de ellos. Hasta el momento, todos se encuen-
tran en la recta critica. Existe incluso una demostracion
de que la recta critica contiene una infinidad de tales
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4. LOS CEROS DE LA FUNCION ZETA de Riemann presen-
tan separaciones al vecino mas proximo que satisfacen
cerca las predicciones de la teoria de matrices aleatorias.
Los puntos rojos representan las posiciones de mil millo-
nes de ceros de zeta situados por encima del 1023-ésimo
de tales ceros; la linea azul corresponde a la separacion
prevista. Segiin datos de Andrew M. Odlyzko.
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5. TAMBIEN CUMPLE LO PREVISTO la funcion de correla-
cion de pares de puntos correspondiente a mil millones de
ceros de zeta cercanos al 1023-ésimo. La curva teérica,
azul, es la funcion 1 — (sen(mx)/ntx)2, de la que hablaron
Montgomery y Dyson en 1972. Obsérvense los indicios de
“repulsion de nivel”: los ceros poco separados son raros.
Segun datos de Andrew M. Odlyzko.




ceros, pero lo que se necesita es una demostracion de
que no hay ninguno situado fuera de ella. Tal objetivo
sigue estando fuera de nuestro alcance.

Otros aspectos de la funcion zeta han sido objeto de
escrutinio en el interin. Suponiendo que todos los ce-
ros se encuentren verdaderamente sobre la recta cri-
tica, ¢como se distribuyen a lo largo de ella? ¢Cémo
varia su densidad en funcién de la “elevaciéon”, T, por
encima o por debajo del gje rea?

La tendencia general de la abundancia de ceros de
la zeta, como la de los primos, es conocida. Va en sen-
tido contrario a la de éstos: mientras que los nimeros
primos son cada vez mas raros a medida que crece su
tamafio, los ceros de zeta van siendo més frecuentes al
ir aumentando la altura. El niUmero de ceros en el en-
torno de una altura T es proporcional a log T, lo que
entrafia un incremento lento. Pero, como ocurria con
los primos, tal tendencia no es regular, y los detalles
de la fluctuacion son de suma importancia. Los hue-
cos y los apifiamientos en la sucesion de ceros de zeta
codifican informacion sobre propiedades correspon-
dientes de la sucesién de los nUmeros primos.

El trabajo de Montgomery sobre la funcién de corre-
lacion de pares de puntos de los ceros de zeta consti-
tuyd un paso importante para comprender la estadis-
tica de la fluctuacion. Y el encuentro en Fuld Hall, en
el que salié a la luz que la formula de correlacion de
Montgomery es la misma que la correspondiente para
los valores propios de las matrices aleatorias, fue la
chispa que encendié un renovado interés. La funcion
de correlacion implica una repulsion entre niveles de
los ceros, exactamente igual que ocurre en los nU-
cleos, con la consiguiente deficiencia de ceros muy
poco separados.

El resultado de Montgomery no es un teorema: su
demostracion se apoya en la presunta veracidad de la
hipotesis de Riemann. Pero la exactitud de la funcién
de correlacion se puede verificar mediante la compa-
racion de la prediccion tedrica con los valores compu-
tados de los ceros de zeta. M. Odlyzko hallevado a lo
largo de los veinte Ultimos afios la computacion de los
ceros de zeta hasta cimas heroicas con el fin de reali-
zar tales compraobaciones. No basta para tal proposito
la comprobacién de que los ceros yacen sobre la recta
critica; el programa ha de medir con precision la al-
tura de cada cero en dicha recta, tarea mucho mas exi-
gente. Uno de los primeros trabgjos de Odlyzko lle-
vaba por titulo “El cero nimero 1020 de la funcion zeta
de Riemann y 175 millones de sus vecinos’. Desde en-
tonces ha procedido a computar series todavia mas lar-
gas de ceros consecutivos, situados a alturas todavia
maés elevadas, y explora en la actualidad el entorno del
cero de lugar 1023. La concordancia entre las correla-
ciones pronosticadas y sus medidas es verdaderamente
notable; mejora al aumentar la altura.

El operador del universo

sta aparente vinculacion entre los autovalores ma-
triciales, la fisica nuclear y los ceros de la fun-
cion zeta, ¢sera mera chiripa? Pudiera ser, aunque a un
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universo donde se produjesen de forma casual tales coin-
cidencias podria considerarsele todavia mas extrafio
gue a uno con conexiones causales misteriosas.

Otra explicacion posible es que la distribucién es-
tadistica observada en estos tres casos (y en varios otros
gue no he mencionado) constituye simplemente una
forma muy habitual de organizacion de las cosas, algo
analogo a la distribucion normal de Gauss, que se pre-
senta por doquier en la naturaleza porque abundan los
procesos que conducen a ella. Siempre que se suma
un gran namero de aportaciones independientes, el re-
sultado es la conocida curva acampanada de la distri-
bucion gaussiana. Tal observacion constituye, en esen-
cia, el teorema del limite central. Es posible que algun
principio semejante sea responsable de la ubicuidad de
la distribucion de autovalores. En tal caso, €l hecho
de que Montgomery y Dyson hayan dado con la misma
funcion de correlacién no seria, a fin de cuentas, un
gran milagro.

Un punto de vista distinto presume que los ceros de
la funcién zeta representan un verdadero espectro: una
serie de niveles energéticos como los del nicleo del er-
bio, aunque generados por un elemento ficticio, defi-
nido matematicamente, el “riemannio” (lo conoci por
una conferencia de Oriol Bohigas, de la Universidad de
Paris-Sur). Tal idea se remonta a David Hilbert y a
George Pdlya, quienes sugirieron (cada uno por su
lado) que los ceros de la funcion zeta pudieran ser los
valores propios de un “operador” hermitico desconocido.
A primera vista, la nocion de operador parece muy ale-
jada del concepto de matriz, pues se trata de una fun-
cién que actla sobre funciones. Pero los operadores li-
neal es también tienen autovalores, y un operador hermitico
posee unas propiedades de simetria que hacen que to-
dos los suyos sean numeros reales, exactamente como
en €l caso de una matriz hermitica.

Si la conjetura de Hilbert-Pdlya fuese correcta, €l
éxito de los métodos basados en matrices aleatorias se
deberia, en esencia, a la misma razén por la que dan
buenos resultados en fisica nuclear, a saber, que la es-
tructura fina de una matriz grande (u operador) tiene
menor importancia que sus simetrias globales, por lo
que cualquier matriz tipica que posea las simetrias de-
bidas producira resultados estadisticamente similares.
Tras estas aproximaciones acecha algun operador her-
mitico bien determinado, que detxxermina la posicion
exacta de todos los ceros de la funcién zetay, en con-
secuencia, la distribucion de los nimeros primos.
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